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Résumé
Nous décrivons des algorithmes explicites pour la factorisation d’opérateurs
et la résolution d’équations auz q-différences. Il s’agit d’une présentation “concre-
te” de résultats bien connus.

Abstract
We describe explicit algorithms for factoring q-difference operators and sol-
ving q-difference equations. These are well known results, presented in a “concre-
te” form.
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1 Introduction et généralités

1.1 Introduction

Une équation aux g-différences linéaire d’ordre n est une équation fonction-
nelle de la forme :

(L0.1) an(2)F(0"2) + an1() (@ '2) + -+ ao(2)f(2) = 0.

Il y a plusieurs maniéres de justifier leur étude. La plus ancienne met en
jeu le “g-calcul”, tout particuliérement des formules découvertes par Euler dans
I’étude des partitions, donc & la frontiére de la combinatoire et de I’arithmétique.
Si ces formules elles-mémes ne font en général apparaitre qu’un parameétre, noté
q, certaines séries génératrices qui leurs sont associées satisfont des équations
fonctionnelles du type (1.0.1) 14 ou les séries génératrices construites a partir
de coeflicients combinatoires plus classiques satisferaient des équations différen-
tielles.

A titre d’exemple, un “g-analogue” de la factorielle n! = [ ¢ est la “g-fac-
1<i<n
torielle” [n]y! := ] % La série > i—? a pour somme la fonction f(z) = e*
1<i<n ? nso’"

qui est solution de I’équation différentielle f* = f. De méme, la série > ﬁ
n>0" "

admet pour somme une fonction f, 'un des (nombreux) g-analogues de ljexpo—

nentielle, et celle-ci est solution de ’équation fonctionnelle % = f(»),
qui se rameéne facilement a la forme (1.0.1). Si 'on fait tendre g vers 1 dans la
série ou dans 1’équation fonctionnelle, on retrouve sa contrepartie classique. De
nombreuses autres motivations existent, plus sérieuses ou aussi amusantes, plus
modernes ou aussi classiques, plus conceptuelles ou aussi phénoménologiques.
On en trouvera un tableau introductif, avec un survol des grands problémes

dans ce domaine, dans larticle [7].
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Dans le présent article, nous présenterons de maniére détaillée quelques al-
gorithmes de résolution explicite d’équations aux g-différences linéaires. On est
souvent, guidé par 'analogie avec les équations différentielles, et, comme pour
celles-ci, un outil important est la factorisation d’opérateurs, que nous étudions
donc aussi. Notre point de vue est analytique et non seulement formel. Nous
étudions ces équations dans le champ complexe et cherchons des solutions holo-
morphes (dans certains domaines). On a constaté depuis longtemps que presque
rien n’était possible! sans I’hypothése que ¢ € C* est de module différent de 1.

Exercice. - Déterminer toutes les fonctions f méromorphes sur un voisinage
de 0 € C telles que f(gz) = f(z) lorsque |¢] = 1. On sera amené a traiter a part
le cas ol ¢ est une racine de I'unité.

Enfin, conformément & I’évolution de la théorie “moderne” des équations
fonctionnelles linéaires, nous abordons le calcul des indices : il ne s’agit pas
seulement de savoir si les solutions existent et sont uniques, mais de quantifier
le défaut d’existence ou d’unicitAl ; donc de calculer des dimensions de noyaux
et de conoyaux.

Bien que nous soyons en permanence guidés par la théorie “classique” des
équations différentielles dans le champ complexe, il y a ici des spécificités im-
portantes en comparaison avec le cas classique :

1. En supposant seulement les coefficients de (1.0.1) analytiques au voisinage
de 0, comme pour les équations différentielles, on définit un polygone de
Newton en vue de la résolution au voisinage de 0. On rend ses pentes
entiéres par un changement de variables z = w’, ¢ € Z, puis I'on se ra-
méne & la recherche de solutions séries par un changement de fonction
inconnue f = ug, ou la fonction auxiliaire u est solution d’une équation
élémentaire. Contrairement au cas des équations différentielles, nous avons
ici la garantie que certaines des séries ainsi obtenues seront convergentes.
C’est le lemme d’Adams, qui a été exhumé par Marotte et Zhang aprés
un long sommeil et qui a été 'une des sources de la renaissance de la
théorie analytique (cf. par exemple [15]). Une version améliorée, die a
Birkhoff et Guenther, dit que tout opérateur aux g¢-différences a coeffi-
cients analytiques admet une factorisation analytique & facteurs de degré
1 (modulo ramification), les coefficients étant méme polynomiaux. Pour
les opérateurs différentiels, seule une factorisation formelle est en général
possible.

2. Supposons les coefficients de (1.0.1) rationnels. Alors toute solution mé-
romorphe dans un voisinage (épointé) de 0 dans C* se prolonge en une
unique solution méromorphe sur tout C*. Ceci tient a ce que I’équation
fonctionnelle elle-méme permet de prolonger d’un disque D au disque ¢D
ou ¢~ 1D (selon que |g| est > 1 ou < 1). Ainsi, I’étude locale d’une équa-

1Une percée a cependant été récemment effectuée par Lucia Di Vizio dans [6].
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tion aux g¢-différences comporte d’emblée des aspects globauz qui n’appa-
raissent pas dans ’étude des équations différentielles.

La plus grande partie des résultats ci-dessous sont classiques : ils remontent
a Adams, Birkhoff, Carmichael et d’autres et nous ne présentons qu’une mise
au propre au goit du jour (XXIéme siécle) d’ailleurs initiée par Bezivin, Ramis,
Marotte et Zhang. Il y a cependant une nouveauté importante de la théorie
présentée ici par rapport aux travaux plus anciens, c’est que I’on n’y utilise que
des fonctions wuniformes, ce qui est évidemment impossible pour les équations
différentielles. En effet, alors que méme des équations aussi simples que zf' = 1
(ie. zf"+ f'=0) ou zf' = af , a ¢ Z n’admettent aucune solution uniforme
sur C* (il faut soit pratiquer des coupures pour se ramener a des ouverts simple-
ment connexes soit passer au revétement universel), leurs g-analogues peuvent
étre résolues a ’aide de la fonction Theta de Jacobi, selon une suggestion de
Ramis dans [10]. S’il y a une “monodromie” sous-jacente & de telles équations,
celle-ci devra donc étre observée autrement ! C’est ’objet, en particulier, de [16],
[18] et de la série [12],[13],[14].

Organisation de cet article

Les sections 1.2, 1.3 et 1.4 de cette introduction contiennent un résumé ra-
pide des notations, conventions et faits de base; on y introduit en particulier
les fonctions spéciales uniformes sur C* qui servent, avec les séries entiéres, a
construire toutes les solutions. Les preuves détaillées figurent dans [16] et, en ce
qui concerne le polygone de Newton, dans [17].

Les chapitres 2 et 3 sont respectivement consacrés a la factorisation des opé-
rateurs et a la résolution des équations. On étudie dans chaque cas le probléme
formel, dont la réponse ressemble & celle que ’on connait pour les équations dif-
férentielles, puis le probléme analytique, et 14, les énoncés sont bien différents.
Pour ces deux chapitres, les preuves sont complétes.

Enfin, dans le chapitre 4, on aborde d’un autre point de vue les équations
avec second membre : que peut-on dire du défaut d’existence ou d’unicité de
leurs solutions, autrement dit, du conoyau et du noyau de 'opérateur associé ?

Aucun de ces résultats n’est trés neuf, j’ai simplement voulu donner une
forme simple, compléte et explicite & des énoncés qui apparaissent en filigrane
dans [8],dans [17] et dans [15]. Aucune connaissance préalable des équations
aux g-différences n’est requise, mais un peu de familiarité avec les opérateurs
différentiels peut aider & suivre les calculs.
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1.2 Conventions générales

On fixe un nombre complexe ¢ de module |g| > 1. Le corps de base K est
I’un des suivants :

M(C) C C({z}) C C((2)),

respectivement : fonctions méromorphes sur C, germes de fonctions holomorphes
en 0 et séries de Laurent méromorphes formelles sur C. Les deux premiers cas
constituent le cas “convergent”, le dernier cas constitue le cas “formel”. Le corps
K est muni de la valuation discréte vy (valuation z-adique) : on a vo(f) = k si
f = 2Fg avec g(0) € K*. On notera O I’anneau de valuation correspondant, de
corps résiduel O/zO = C. Le corps K est également muni d’un automorphisme :

aq : f(2) = f(g2).

De maniére générale, une extension (K',o’) du “corps aux différences” (K, o)
est formée d’une extension K’ de K et d’un automorphisme ¢’ de K’ qui étend
0g.

Un premier exemple de telle extension est obtenu par ramification de niveau
¢ € N* :on prend K’ := K;, = Kl[z], ott zf = z; et 0/(20) = qoz, Ol g est
une racine {-éme de ¢ dans C. On peut d’ailleurs rendre ces extensions compa-
tibles, en prenant tous les K, sous-extensions d’une méme extension K., (dans
les cas de C({z}) et C((2)), c’est leur cloture algébrique), de sorte que 1'on ait
26 = zm; et poser ¢ = e’/*, oil 'on a choisi 7 tel que ¢ = €”, de sorte que

ng = Qqm-

Un deuxiéme exemple de telle extension se présente lorsque l’on choisit une
algébre de fonctions L dans laquelle on espére résoudre toutes les équations aux
g-différences a coefficients dans K. Si K = M(C), on prendra ainsi L = M(C*);
de méme, si K = C({z})), on prendra L = M(C*,0), le corps des germes
en 0 de fonctions méromorphes sur C*. L’automorphisme o, de L est encore
f(z) — f(gz). On va construire plus loin des fonctions dans L solutions des
équations de base : la fonction Theta de Jacobi, qui vérifie 0,0 = 20 ; pour
chaque ¢ € C*, une fonction e, . telle que o4eq. = ceq . (ces fonctions sont
appelées “g-caractéres”, en analogie avec les “caractéres” z7) ; et une fonction [,
telle que o4ly =1, + 1 (appelée “g-logarithme”).

Si K = C((z)) (“cas formel”), extension L de K sera obtenue par adjonction
de symboles permettant de résoudre les équations de base :

1. Pour chaque ¢ € C*, on introduit ey . tel que o4eq, = ceg. On impose
de plus les relations suivantes : e; ceqd = €q.cd; €t €41 =1, €44 = 2.

2. On introduit © tel que 0,0 = 20, et on le suppose inversible.
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3. On introduit I, tel que o4l =I5 + 1.

Dans ce cas, la K-algébre L n’est pas un corps, et méme pas intégre (elle est
étudiée dans [9]).

Les constantes de notre théorie sont les éléments invariants par o,4. Le corps
des constantes Ck de K est C dans tous les cas. Celui de L est encore Cf, = C
dans le cas formel (voir [9]). Dans le cas convergent, il s’identifie au corps M (E,)
des fonctions elliptiques relatif a la courbe elliptique E, = C*/¢% (voir [16]).

Tout complexe non nul s’écrit de maniére unique :
c=q¢ avec e(c)eZ et 1<|g <]ql.

Nous identifierons '’ensemble quotient E, = C* /q% (qui est une courbe ellip-
tique) & la couronne fondamentale {z € C* |1 < |z| < |q|}, qui en est un systéme
de représentants dans C*, et le représentant ¢ & la classe de ¢ modulo ¢Z.

On notera enfin D, x = K (0,07') I'algébre de Ore des polynomes de
Laurent non commutatifs, caractérisée par les relations :

Vee K\YkeZ, oFz = U(I;(m)ak.

Un tel polynéme P € D, g modélise donc I'opérateur aux g-différences P(oy),
d’otl une opération de Dy i sur L. On dira que le polynoéme P est entier si tous
ses monomes o sont a degrés k > 0. Pour un tel P = a, ¢" +--- 4+ ap, on a
donc :

P.f=P(o,)(f) =anojf+-+ao f=0,

et I’équation (1.0.1) s’écrit : P.f = 0.

L’anneau D, i est euclidien (& gauche et a droite). Soit P = Y. a;0" un
a<i<p
élément de Dy . On appellera degré absolu de P Pentier naturel deg(P) = f—a«
si agag # 0 (et —oo si P = 0) et valuation z-adique de P l'entier vo(P) =
min(vg(aq), - - ., vo(ag)) (donc +oo si P = 0). On a: deg(PQ) = deg(P)+deg(Q)
et vo(PQ) = vo(P)+v0(Q). (La preuve de toutes ces affirmations est un exercice
amusant laissé au lecteur.)

1.3 Fonctions spéciales

Désignons par 6, la fonction Theta de Jacobi (voir [11]) :

eq(z) — Z (71)nq7n(n71)/2zn

neZ

C’est une fonction holomorphe sur C*, qui vérifie I’équation fonctionnelle :

04(qz) = —qz04(2).
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La fonction Theta satisfait la célébre formule du triple produit de Jacobi :

04(2) = (P P)so(2: D)oo (P21 D)oo

On note ici p := ¢~ ! et 'on utilise le symbole de Pochhammer (r;p)s =

IT (1 — p™z). La fonction 6, admet donc pour zéros les points de la g-spirale
n>0

logarithmique discréte g%, et ces zéros sont simples.

Modifiant légérement les notations de [16], nous poserons (dans un but de
simplicité) :
O4(2) :=04(—2/q) = Z g M t/2n
neZz
C’est une fonction holomorphe sur C*, qui vérifie I’équation fonctionnelle :

04(qz) = 20,(z).

Elle admet pour zéros les points de la g-spirale logarithmique discréte —q?%

ces zéros sont simples.

, et

Nous poserons également :

lqg(2) = 204(2)/Oq(2),

qui est méromorphe sur C* avec pour poles (simples) les points de la ¢-spirale
logarithmique discréte —¢Z, et qui vérifie ’équation fonctionnelle :

oglg = 1; + 1.
Enfin, pour tout complexe non nul ¢, nous poserons :

eq.e(2) = Og(2)/O4(c™ 2),

qui est méromorphe sur C* avec pour zéros (simples) les points de la g-spirale
logarithmique discréte —gZ, pour poles (simples) les points de la g-spirale loga-
rithmique discréte —cg?, et qui vérifie ’équation fonctionnelle :

04¢€q,c = C€q,c-

€q,cd

Remarque 1.1 1l est clair que chaque fonction est une g-constante,

€q,c€q.c
donc un élément de M(E,). En fait, on déduit sans difficulté de la théorie des

€q,cd

fonctions elliptiques que les engendrent l'extension M(E,) de C, donc

€q.cE
a,c€qc
que 'on hérite d’'un “gros” corps des constantes uniquement pour résoudre les

équations élémentaires o,f = cf. Ce n’est pas di & un choix maladroit de
fonctions de base : quelque soit le choix des dolutions f. de o,f = cf, on peut

fcd

cJc

démontrer que les engendrent une extension transcendante de C.
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1.4 Le polygone de Newton

Toutes les preuves des assertions données ici figurent? dans [17].

Soit P =Y a; 0}, € Dy x un opérateur aux g-différences non nul. On définit
son polygone de Newton N(P) comme ’enveloppe convexe de l’ensemble :

{(i,4) € Z*|j > vo(a;)} C R*.

C’est aussi, par définition, le polygone de Newton de I’équation aux g-différences
Pf=>a; créf = 0. Cette définition dépend du choix de la valuation vy. Dans
le cas d’équations a coefficients dans K, (obtenues par ramification) c’est la
valuation z;-adique qui sera employée. Si 'on multiplie P par un inversible
aoy', a € K*, m € Z, le polygone de Newton est translaté par le vecteur
(m,vo(a)) € Z2. Nous considérerons donc N(P) comme défini & une telle trans-
lation prés.

La frontiére de N(P) est formée de deux demi-droites verticales et de k
1 vecteurs de coordonnées (r1,dy),...,(rg,dr) € N* x Z, et de pentes p;
%, e = f—: € Q. On suppose celles-ci rangées par ordre croissant :
-+ < ug. La derniére pente est ui (donc, la plus grande). On notera S(P)
{p1,...,ux} Uensemble des pentes de P. La fonction de Newton de P est la
fonction rp : Q — N de support S(P) et telle que p; — r; pour i = 1,...,n.

On a donc :

v

A

k
rp = Z 7i0u,
i=1
ou 0, désigne la fonction de Kronecker (indicatrice de {4}). La correspondance
entre fonctions de Newton et polygones de Newton (définis & translation prés)
est une bijection additive.

Par ramification z = zf , q = qf, les pentes sont multipliées par £. En par-
ticulier, en prenant pour £ un multiple commun des r;, on se raméne au cas ol
les pentes sont entiéres. Cette opération revient & une extension de corps aux
g-différences, soit encore & une extension du corps de base de ’algébre D, k.
Elle est donc compatible avec les opérations de Dy k.

Tout élément o de K* s’écrit de maniére unique a = cz#3, ot c € C*, u € Z
et 4(0) = 1. Pour résoudre I'équation o,u = au, nous prendrons u = ¢, .04,
ott v(z) = [[ B¢ *2); on vérifie en effet facilement que v € K* (aussi bien
k>1
dans le cas formel que dans le cas convergent). On notera e,  1’élément u ainsi
obtenu ; c’est un élément inversible de L.

2Attention : il y a eu un changement de convention dans la définition des pentes : celles
étudiées ici sont les opposées de celles étudiées dans loc.cit..
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Soit « € K* et soit w un élément inversible d’une extension K’ de K tel
que o,u = cu. La “transformation de jauge” (changement de fonction inconnue)
f = ug donne lieu & une équivalence logique (changement d’équation) Pf = 0 <
Pllg =0, avec : Pl = 4~'Pu, que I'on va expliciter. Soit, pour simplifier,

def
n .
P = 2:0 a;og.
i=

n

n n O'i (u> i—1
[u] _ P 9q i A j i
P = au” oy = a4i— —0, = a; o) | og-
i=0 i=0 j=0

=0
n . i—1
Ainsi, P = 3 bol, avec b; = a; [] o%(), donc, vo(b;) = vo(a;) + ivo(c)
i=0 §=0
(puisque vo(07(c)) = wo(a)), d’ont Pon déduit que les pentes de P sont
w1+ vo(@), ..., uk + vo(a). On peut ainsi ramener une pente entiére a 0 : si

pi € Z, on prend u = e, ,—u; = O M.

Remarquons que Pl peut étre défini directement en fonction de a seul,
sans faire référence & une solution de I’équation o,u = cu dans une extension
de K : il suffit de prendre la formule établie ci-dessus comme définition. On
prouve alors facilement (exercice pour le lecteur courageux) que P — P est
un automorphisme de D, i et que, si u,v € K’ sont ainsi associés & o, 3 € K*,

on a la formule P! = (P[u])[”]‘

Supposons maintenant que S(P) C Z. On va définir 1’équation caractéris-
tique et les exposants attachés a la i-éme pente p = p; de P. Il existe des indices
a < [ et un entier ¢ € Z tels que, notant P’ := Plega—nl = Yoaiog

d.
Bien entendu, ¢ = vg(P’). Avec les notations précédentes ju; = —, on a r; =
r

? .
B —a et d; = vo(ag) — vo(as). On introduit : Q := z7*P' = >_biog, dont
les coefficients sont donc dans ’anneau de valuation O de K et méme tels que
vo(bg) = vo(ba) = 0. En posant :

@d?f Zbi(o) g
= bo(0) s* + - +b3(0) s° € C[s,s7],

on a b, (0)bg(0) # 0. L'équation Q@ = 0 (ainsi que le polynéme @ lui-méme)
est appelée équation caractéristique attachée a la pente p de P; on peut la
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considérer comme définie & un facteur cs* prés, ¢ € C*,k € Z. On la notera

ﬁ(“), ou simplement P dans le cas de la pente p = 0. Si u & S(P), 'équation
caractéristique est une constante non nulle. En général :

P _ (zUO(P[S"‘Z_“])p[eq,z—u]>
z=0

Dans tous les cas, rp(u) est égal au degré absolu deg(?(“)) de l’équation carac-
téristique. L’équation caractéristique est multiplicative :

VP, Py € Dy, V€ Q, 7P1P2(H) _ E(AA)E(M).

On en déduit que le polygone de Newton est additif. Précisément, P, et P> étant
des opérateurs aux g¢-différences comme ci-dessus :

Tpp, = Tp t+Tpy,
N(P 1) N(P1) + N(Py).

(Cette derniére égalité concerne des parties de R? définies & une translation de
Z? prés!)

Les racines non nulles de ’équation caractéristique attachée & la pente u de
P sont appelées les exposants attachés & cette pente. Tout exposant ¢ s’écrit de
maniére unique :

c=q¢% avec e(c)cZ et 1< <]ql.

Nous dirons que I’ exposant ¢ attaché & la pente p est non résonnant si €(c)
est maximal pour sa classe de congruence, autrement dit, si aucun cq’, ¢ € N*,
n’est un exposant (attaché a cette pente).

Siogu = 2*u, I’équation caractéristique attachée a la pente 1 de P est égale
a Péquation caractéristique attachée & la pente p + ¢ de Pl Si oqu=cu, c€
C*, et si 'on note Q(s) 1’équation caractéristique attachée & la pente u de P,
’équation caractéristique attachée a la pente p de Pl est Q(cs). On peut donc
toujours ramener un exposant donné a 1 par une telle transformation de jauge.
Dans ce dernier cas, quitte a utiliser encore une transformation de jauge avec
u=2z" , ¢ € Z, on peut méme supposer 1 non résonnant.

2 Factorisation formelle et factorisation conver-
gente

En principe, la résolution de I’équation (1.0.1) et la factorisation de I'opéra-
teur aux g¢-différences P sont étroitement imbriquées. Nous exposons d’abord la

factorisation. Pour la commodité du lecteur, nous reprenons briévement certains
calculs de [17].
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2.1 Facteur droit associé 4 un exposant non résonnant

Comme on I’a vu, on peut ramener, par I'intermédiaire de transformations
de jauge simples, toute pente p & 0 et tout exposant c attaché & cette pente &
1. On peut méme supposer que 1 est non résonnant, autrement dit, qu’aucun
g* , k € N* n’est un exposant attaché & la pente 0.

Lemme 2.1 Supposons que 0 est une pente de P et que 1 est un exposant
non résonnant attaché a cette pente. L’équation (1.0.1) admet alors une unique
solution série formelle f telle que f(0) = 1.

Preuve. - Comme précédemment (définition de ’équation caractéristique au 1.4),

on peut supposer N (P) calé de sorte que la pente nulle soit sur I’axe des abcisses.
n .

On suppose de plus P entier : P = ) a;o,, avec apan # 0. Les coefficients a;
i=0

admettent donc un développement en série :

Vi€ {0,...,n}, a; :Zai,jzj.
j=0

L’équation caractéristique attachée a la pente 0 est donc : P = an,0 s+ -+ap,
et il y a méme, par hypothése, deux indices oo < 3 tels que P = ag,g P
Q0 s*. On écrit f = 3 f2™ la fonction inconnue. Alors :

m>0
Pf=> g,

1>0

ou l'on a posé :

l n
9= (Z Em(qm)fm> E(X) =) ai X
m=0 =0

Ce polynome est constitué des coefficients qui contribuent a la tranche d’ordon-
née j dans lintérieur du polygone de Newton. Ainsi Fy = P, d’ou Fy(1) = 0 et
Fo(q™) # 0 pour m > 1 (puisque 1 est exposant non résonnant). On trouve les
coefficients par récurrence en identifiant les g; 4 0. Comme Fy(1) = 0, fo est arbi-
traire et, comme Fpy(q™) # 0 pour m > 1, les f,,, sont déterminés inductivement

de maniére unique. O

Lemme 2.2 Supposons que 0 est une pente de P. Soit ¢ un exposant non ré-
sonnant de multiplicité m > 1 attaché a la pente 0. On a alors une factorisation :
P=Q.(o,—c)uyt- (0, —c)urt,

ol Uy, ..., Uy sont des séries formelles telles que u;(0) = 1. De plus, le polygone
de Newton de () s’obtient en diminuant de m la longueur de la pente horizontale

de celui de P : g = rp —mdy, et les équations caractéristiques correspondantes
vérifient : P = (X — ¢)™Q
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Preuve. - Traitons d’abord le cas ot ¢ = 1. Soit u; = f, la série formelle obtenue
au lemme 2.1.. L’opérateur aux g-différences P admet une factorisation :

P=P.(0,— 1)t

ou 'on a posé :

n—1 7
P = Z (— a; 02(u1)> ol
j=0 i=0
Le calcul justificatif figure dans [17] (mais il faut modifier certains indices par
suite du changement de convention sur les pentes). Le polygone de Newton de
P, s’obtient en diminuant de 1 la longueur de la pente horizontale de celui de
P :irg =rp —do, et les équations caractéristiques correspondantes vérifient :
P = (X —1)P;. 1l suffit alors d’itérer le processus pour obtenir la factorisation :

P=Q.(o,— 1)t (0, — 1)yt

ol Uy, ..., Uy, sont des séries formelles telles que u;(0) = 1. De plus, le polygone
de Newton de @ s’obtient en diminuant de m la longueur de la pente horizon-
tale de celui de P, autrement dit, rg = rp —mdy. Les équations caractéristiques
correspondantes vérifient : P = (X — 1)™Q.

Dans le cas d’un exposant ¢ quelconque (non résonnant), soit u = eq . (cf.
§1.4). Alors Pl veérifie les hypothéses du premier cas. On écrit donc :

On applique & cette égalité la transformation de jauge de symbole u~!, qui com-
mute au produit, qui n’affecte pas les fonctions u; et qui transforme o, — 1 en
¢ 'o, — 1. On obtient alors la factorisation voulue en prenant Q = MR,

Le reste suit. O

Proposition 2.3 Soit u une pente entiére de P. Soit ¢ un exposant non réson-
nant de multiplicité m attaché a la pente u. On a alors une factorisation :

P=Q.(2"c, — )yt - (2Hoy — ¢)up

ol Uy, . . ., Uy, sont des séries formelles telles que u;(0) = 1. De plus, le polygone
de Newton de ) s’obtient en diminuant de m la longueur de la pente de valeur
de celui de P : rg = rp —md,, et les équations caractéristiques correspondantes

vérifient : P* = (X — c)m@(u).

Preuve. - Soit u = e, .-u (cf. §1.4). Alors Pl vérifie les hypothéses du lemme
2.2. On écrit donc :

P[u] — R(O'q _ C).U,;ll (o’q — C).Ul_l.

On applique & cette égalité la transformation de jauge de symbole u ™!, et I'on
invoque le §1.4. O
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2.2 Factorisation formelle d’un opérateur aux ¢g-différences

Il y a divers énoncés possibles, en voici un :

Proposition 2.4 Soit u une pente entiére de P. Soient cy, ..., c, les exposants
attachés a la pente p, et mq, ..., m, leurs multiplicités respectives. On suppose
les ¢; indexés de telle sorte que, si i—’ =¢q', 1€ N* alorsi < j (les expo-
sants les moins résonnants sont factorisés a droite les premiers). On a alors une

factorisation P = QR, ot u ¢ S(Q) et ot R =Ry --- R, avec :

Vie{l,....p}, R, = (zHoy — ci).u;’l (Mo — ci).uifll,

les u; ; étant des séries formelles telles que u; ;(0) = 1. On, de plus, rg =
_ p
(mi+---+my)d, et R = (X — )™
i=1
Preuve. - 11 suffit d’appliquer répétitivement la proposition 2.3. |

On peut donner des conditions plus souples. Pour la résolution (formelle ou
convergente), il sera au contraire commode d’étre plus rigide et de considérer
une classe d’exposants & la fois (modulo ¢Z). On obtient de la méme maniére :

Proposition 2.5 Soit i une pente entiére de P. Soient ci, ..., c, les exposants
d’une méme classe modulo q% attachés a la pente i, et mq, . . ., m,, leurs multipli-
cités respectives. On suppose les ¢; indexés de telle sorte que e(c1) < --- < €(cp)
(les exposants les moins résonnants sont factorisés les premiers). On a alors une
unique factorisation P = QR, ou aucun exposant attaché a la pente u de Q
n’est congru aux ¢; modulo ¢% et ot R = Ry - - - R,, avec :

Vie{l,....p}, R, = (z¥oy — ci).u;’l (Mo — ci).uz’ll,

les u; ; étant des séries formelles telles que u; ;(0) = 1. On, de plus, rg =
_ p
(mi+---+my)d, et R = (X — )™
i=1
O

2.3 Factorisation convergente d’un opérateur aux ¢-diffé-
rences

Les résultats qui précédent, ainsi que leur application a la résolution formelle
sont dus & Adams. Mais ’énoncé le plus caractéristique de la théorie, le lemme
d’Adams, est existence de solutions convergentes associées a la derniére pente
([1], [2])- Il se prouve le plus aisément via la factorisation analytique, bien que
celle-ci ait été obtenue ultérieurement (voir [4]).

Nous prenons ici pour corps de base K = M(C) ou K = C({z}). Nous

dirons alors qu’une série (resp. une factorisation) est convergente si elle définit
un élément de K (resp. si tous les facteurs sont a coefficients dans K).
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Lemme 2.6 On reprend d’abord les hypothéses du lemme 2.1, en supposant de
plus que 0 est la derniére pente, i.e. la plus grande. La série formelle f obtenue
comme solution est alors convergente.

Preuve. - Nous commengons par le cas ot K = C({z}). Avec les conventions du
lemme 2.1, la derniére pente vaut 0, les précédentes sont < 0 et :

deg P =degFy =n
Vje{l,...,n}, degF; <n

Ce qui suit est alors une application de la méthode des séries majorantes. Des
conditions sur les degrés et du fait qu’aucun Fy(q') , [ > 1 ne s’annule, on tire :

3A>0: VIeN*, [Fo(dh)| > Alg™.

De la convergence des coefficients ag, . .., a,, on tire :
3IB,C >0 : Vi€ {0,...,n},¥j € N, |a; ;| < BCY,
d’ot 'on déduit (avec la condition sur les degrés) :

¥j e N*, VI € N, |Fj(¢)] < (n+1)BC7 ¢

Il vient, pour [ > 1 :

(n+ DB (Clal ™" fical + -+ O el 0" 1 fo])

|fl‘ < n
Algl

In
Onposegl:%etD:%,etl’ona:

go=1
Vi1, g <D(go+ - +g-1)
On montre alors par récurrence que g; < (D + 1)}, d’oi :

l
V>0, |fz§<c(f];r1)> .

On a donc bien f € C({z}).

Supposons maintenant que X = M(C). Nous appliquons le principe, éga-
lement caractéristique des équations aux g¢-différences, selon lequel “I’équation
fonctionnelle propage la méromorphie”. Nous réécrivons ’équation (1.0.1) sous
la forme :

n —n

fo) = =3 G0 ) iy

i=1 an(q"%)
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Si f est définie et méromorphe dans un disque de centre 0 et de rayon r > 0, et
qu’elle y vérifie cette équation, la méme formule permet de la prolonger en une
fonction méromorphe sur le disque de centre 0 et de rayon |q|r, qui y vérifie la
méme équation. On obtient ainsi (puisque |g| > 1) un prolongement & C tout
entier. O

Lemme 2.7 On reprend les hypothéses du lemme 2.2 en supposant de plus que
w est la derniére pente. Les factorisations obtenues sont convergentes.

Preuve. - En effet, seul le calcul de P, dans la premiére étape est non formel,
et il est clair qu’il fournit un polynéme en o, & coefficients convergents. O

Théoréme 2.8 (Birkhoff-Guenther) On reprend les hypothéses des proposi-
tions 2.4 et 2.5, en supposant de plus que 1 est la derniére pente. Les factorisa-
tions obtenues sont alors convergentes.

Preuve. - Encore une fois, il suffit de rassembler les morceaux. O

Remarque 2.9 Le rayon de convergence garanti par la preuve du lemme 2.6 est
% : le numérateur dépend de ¢ seul, le dénominateur de I’équation seule.
Notons par ailleurs que cette preuve est le seul point qui dépend de ’hypothése

lq| > 1.

3 Solutions formelles et solutions convergentes

Dans toute cette section, les pentes n seront des entiers. D’aprés ce
qui précéde, nous sommes conduits & nous intéresser a ’équation avec second
membre :

Hogf —cf =¢.

La transformation de jauge (cf le §1.4) f = ug, ot 'on choisit v (dans le cata-
logue des fonctions de base) tel que o,u = ¢z~ *u, nous raméne & I’équation :

049 — g =" = ¢/cu.
Si ’on adopte ’analogie habituelle avec le cas différentiel :

o, —1 d
— 22—,
q—1 dz

on est conduit & considérer cette derniére résolution comme une g-intégration.
Comme dans le cas différentiel, la constante 1 n’est pas g-intégrable et nécessite
I'introduction du g-logarithme.
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3.1 g¢-intégration

Soit g le projecteur du C espace vectoriel C((z)) qui associe & toute série
de Laurent formelle son terme constant. Les sous-espaces vectoriels M(C) et
C({z}) sont stables, d’o1, quelque soit le corps K, une décomposition :

K=CoK"*, ou K* = (Ker 7)) N K.

L’endomorphisme C-linéaire o, — 1 de K est nul sur la premiére composante et
laisse stable la seconde.

Lemme 3.1 L’endomorphisme o, — 1 induit un automorphisme de K*.

Preuve. - En effet, on peut poser (dans C((z))®) :

i£0 i£0

définissant un inverse. Il est clair que celui-ci préserve, le cas échéant, la méro-
morphie prés de 0 ou sur C. O

On introduit donc maintenant un élément [, de L tel que o4ly = l;+ 1 (voir
dans lintroduction les conventions générales). Noter d’ailleurs que, d’aprés le
calcul ci-dessus, on ne peut trouver un tel élément dans K. On note de plus,
pour tout entier naturel k :

k—1
l 1
k _ _ .
1§ = (;g) =71 11U =),
i=0
et lék) = 0 pour k < 0, de sorte que (calcul facile) :

Vk € Z R a'ql((lk) — lf(lk) 4 lz(lkfl)’

Lemme 3.2 Les l((lk), k > 0, sont linéairement indépendants sur K ; autrement

dit, I, est transcendant et :

Kl =P Ki.

k>0
Preuve. - Soit en effet une relation :
lgkﬂ) =ap l((]O) +--tag l[(lk), les a; € K,

avec k > 0 le plus petit possible; il est donc en fait > 1 puisque [, € K. En
appliquant o, — 1, & cette relation, on trouve :

lék) = (oqar — ak)llgk) (mod Kl((zo) +-F Klgk_l)).

Par minimalité, on en déduit que o4ar — ar = 1, ce qui est impossible. |
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Proposition 3.3 On a, pour tout entier naturel non nul k, une suite exacte :

oq—1
0— C — Ki[ly] — Kg-1[ly] — 0.

Preuve. - Ici, K[ X] désigne 'ensemble des polyndmes de degré < k. Ecrivons
f= folt(lo) 4+ fklék) et g = ggléo) 4+ 4 gk_ll,(]k_l) des éléments respectifs
de Ky[ly] et de Ki_1[ly]. Par identification, 'équation (o4 — 1)f = ¢ équivaut
a:

Vi>0, gi=04fi = fi+0qfit1-
(On convient que f; = 0 pour i > k et que g; = 0 pour ¢ > k — 1.) La résoudre
revient & résoudre le systéme :

ogfo— fo+oqfi = 9o
oqfi— fi+ogfiv1 =9

Ogfk—1— fro—1 +04frx = gr—1

Uqflc —fe=0

On voit, en commencant par le bas, que f; € C et méme (avant-derniére équa-
tion) que c’est nécessairement my(gr—1). On a alors la résolution itérative :

fe = molgr-1)
fi = mo(gi-1) + 14(9i — 0qfiv1)
fo = une constante arbitraire + I;(go — 0qf1)

3.2 Equations d’ordre 1 avec second membre

On se restreint dorénavant a la sous-algébre S de L engendrée par les fonc-
tions élémentaires :
S = K[(e%CZ“)(C,H)GC* XZ> lq]
Notons provisoirement C(S) ’ensemble de tous les g-caractéres :
C(S)={ueS—-{0}|3ceC” : gyu=cu}.
On a une décomposition 3 :

S=>"8, ot S,= Y uO K.

HEZ ueC(S)

3Cette décomposition posséde d’intéressantes propriétés algébriques, partiellement abor-
dées dans [9] (cas formel) et [16] (cas convergent).
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La formule, immédiatement vérifiée :
oqu=cu= (dz"oy — 1)(uO, " F) = u®_ *(cdz" "o, — 1)F

implique que 'endomorphisme ®4, = dz"o, — 1 du C-espace vectoriel S laisse
stable chaque sous-espace u©,#K][l,] (et donc, en particulier, K[l]. De plus,
I'isomorphisme F' +— u© *F de K[l;] dans u© " K]Jl,] conjugue l’action de
®.4,,—, sur le premier avec I'action de @4, sur le deuxiéme. Notre but, dans ce
paragraphe, est de préciser I'image et le noyau de ces endomorphismes.

Lemme 3.4 Soit (c, 1) € C* x Z. Il est clair que K est stable par ®. .
(i) Si (¢, p) # (1,0), la restriction de ®.,, a K est injective.
(ii) Elle est de plus surjective dans chacun des cas suivants :

1. u=0etc+#1.
2. p<0.
3. u>0et K=C((2)).

Preuve. - Soit ;1 = 0. Nous écrirons f = > fizFetg= > gi2*
k>>—o00 k>>—o0
pour rappeler que les séries f et g n’ont qu’un nombre fini de termes non nuls

d’indice négatif. On a I’équivalence :
(cog=1)f =g VkeZ, (cq" = 1)fi = g,
qui suffit & montrer (i) et (ii) dans ce cas (c’est ’hypothése ¢ # 1 qui garantit

que cg® — 1 ne s’annule pas).

Si p # 0, posons p = me, avec m = |u| et e = +1. La décomposition :
C(() = P ='c=")
0<i<m
induit des décompositions similaires de C({z}) et de M(C), et l’on écrira, dans

tous les cas :
K= P Kim.

0<i<m
La formule (facile & vérifier) :
(cztoy —1)2'F(2™) = 2" (cq' 2™ F(q™2™) — F(2™))

montre que chaque composante est stable. Ecrivant alors Z = 2™, Q = ¢,
C =cq, f(z) =2"F(2™) et g(z) = 2G(2™), on obtient, en se restreignant a
K m, 'équivalence :

(cztoy—1)f =9 CZF(QZ)—- F(Z)=G(2).
Autrement dit, on s’est ramené au cas ou u = 1, ce que I'on suppose mainte-

nant. On reprend les notations f = . frzFetg= > gpzk.
k>>—o0 ke>>—o00
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Si = —1, on obtient les équivalences :
(czlog—1)f =g VkeZ, e fryr — fo = gk
SVkeZ, Ftlghtt/zg ok Ic(k—l)/2fk — k=D 2

<:>Vk€Z, cqu(kfl)/ka ZC'L i(i—1)/
i<k

Ceci montre que ®. _; est bijectif dans le cas formel. Dans le cas convergent, la

relation :
i )
I fil <D Il
i<k
entraine que la série f(cz) est dominée par la série 91(2), ce qui permet encore

de conclure.

Si p = +1, on obtient les équivalences :

(czog—V)f=goVke€Z, c¢"  fr1— fr =0

Jk—1 fx _ Gk
ke, (c/q)F~1gFE=1)/2 "~ (c/q)kqt(+D/2 — (c/q)kqk(k+1)/2
fk: i
SVkel, ————————= = — —_—
(¢/q)kqkt+D/ ; (c/q)iqit+1)/2
Ceci montre que ®.; est bijectif dans le cas formel. O

Dans le cas convergent avec p > 0, on ne peut pas en général conclure, les
coefficients f, pouvant étre trés rapidement croissants. Par exemple, si ¢ = 1
et ¢ = —1, on trouve, pour k > 0, fr = ¢"#*~1/2, C’est un g-analogue de la
série d’Euler, la série de Tshakaloff. Pour un g plus général, il y a une condition
explicite pour I’existence d’une solution convergente.

On va maintenant étudier I’action de ®. ,, sur K[l ]. Le cas ou (¢, ) = (1,0)
a fait l'objet du §3.1. Le cas ou (¢, 1) = (1,0) s’y raméne car ’automorphisme
F — Z'F de K[l;] conjugue @, avec i, ,.

Lemme 3.5 On suppose (¢,u) # (1,0). Les conclusions sont les mémes que
précédemment : la restriction de ®., a K[l;| est injective; elle est de plus
surjective, sauf dans le cas convergent si j > 0.

Preuve. - Ecrivant f = Zf(i)l,(;) et g = Zg(i)ly) (qui sont des sommes
finies), on obtient l’équivaleri(ig : =
(czloy— 1) f=gaVi>0, (czlo, —1)fD =g — catg, O+,
Ce systéme se résoud itérativement, en commencant par la fin, & I’aide du lemme

3.4. a
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Corollaire 3.6 On considére la restriction de ®4,, a uO " K[l,], ot oqu = cu.
(i) Si cd = ¢',1 € Z, et si y = v, cet endomorphisme est surjectif de noyau
Cu@;“z‘l.

(i) Sicd # 1 et u = v, ou bien si cd est quelconque et v < u, 'endomorphisme
est bijectif.

(iii) Méme conclusion dans le cas formel si v > p.

Preuve. - C’est immédiat par conjugaison (voir le début du §3.2). O
Nous synthétisons maintenant les résultats les plus importants :

Théoréme 3.7 L’endomorphisme ®4, de S, est surjectif si v < i, et aussi si
v > u dans le cas formel.

3.3 Résolution formelle

Définition 3.8 Soient fi,..., f;, des éléments de L. Leur ¢-Wronskien (ou Ca-
soratien, ou Pochhammerien) est :

fi fi fm
Wq(fl,...7fm) = det O'fzfl Uéfj O'éfm
ag“_lfl e U(T_lfj e O‘Zn_lfm

Rappelons (cf. Uintroduction) que 'on note C; = L% le sous-corps des
constantes de L. Dans ces conditions, on a le :

Lemme 3.9 Le g-Wronskien Wy(f1,..., fm) est non nul si et seulement si les
fi sont linéairement indépendants sur C,.

Preuve. - Ce lemme est démontré dans [5]. La partie “seulement si” est
d’ailleurs évidente. O

Lemme 3.10 Le nombre de solutions indépendantes de I’équation (1.0.1) ne
peut excéder n, ordre de I’équation.

Preuve. - Soient en effet fi,..., f,4+1 des solutions de I’équation (1.0.1). Les
lignes L; = (a; f1s+++,04fnt1) sont alors liées par la relation linéaire non triviale
anLy + -+ aoLo, et Wy(f1,..., faty1) = 0; on conclut alors grace au lemme
3.9. O

Notre but est de construire une famille aussi grande que possible de solutions
indépendantes de ’équation (1.0.1). Voici un cas optimal :
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Théoréme 3.11 Dans le cas formel, on peut construire n solutions indépen-
dantes.

Preuve. - Elle se fait par récurrence sur l'ordre de 'opérateur P ; ’algorithme
correspondant est, récursif. On exploite naturellement les résultats sur la facto-
risation de la section 2 et ceux sur les équations du premier ordre avec second
membre du §3.1.

Si n =1, on peut écrire P = a(z"0q — c)u™', et uey O, est une solution
non nulle.

Si P est dordre n = m +1 > 2, on écrit P = a(z"o, — c)u™'Q, ou Q
est d’ordre m. Par hypothése de récurrence, il y a m solutions indépendantes
Jis-- oy fim de Q. D’apres le théoreme 3.7, il existe f € L tel que Qf = uey O, .
1l est clair que f, f + f1,..., f + fm sont solutions de P.

Le déterminant étant une forme multilinéaire alternée, le g-Wronskien de
L+ fi,. o, f+ fin est égal & celui de f, f1,..., fin- On manipule les lignes de
ce dernier : on remplace Ly, par by, Ly + -+ + boLo, ot Q = b0y + -+ + by,
ce qui multiplie le déterminant par b,,. Mais cette opération remplace aussi la
derniére ligne par (Qf,Qf1,...,Qfm) = (Qf,0,...,0). Le coefficient Qf vaut
ueq O, ", qui est inversible, et son cofacteur est le g-wronskien de (f1y- s fm)-
On obtient ainsi la formule :

Wollo 4 fusoo f 4 fin) = e 0 Wy fn):

Il est donc non nul, ce qui achéve la preuve. O

3.4 Résolution analytique

On se place ici dans le cas convergent. Si I’on reprend la factorisation P =
a(ztog — c)u~tQ exploitée au §3.3, on constate que 1’on n’a la garantie d’une
factorisation convergente que si toutes les pentes de @ sont < p (cf. le théoréme
2.8). Mais, si 'une d’elles est < u, le théoréme 3.7 ne s’applique pas. Ainsi, la
méthode du §3.3 ne s’applique a la résolution convergente que si S(P) = {u},
autrement dit, si P est pur. On ne peut donc espérer trouver n solutions indé-
pendantes en général.

Théoréme 3.12 (Lemme d’Adams) Soit uy, la derniére pente de P. L’équa-
tion (1.0.1) admet alors rp(uy) solutions convergentes indépendantes.

Preuve. - On déduit en effet du §3.3 une factorisation P = QR avec R pur
de pente uy et d’ordre rp(ug). On applique alors a R la méthode du §3.3 (on
est dans la cas (i) du théoréme 3.7). O
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L’exemple de I’équation (o4 — 1)(204 — 1)f = 0 montre que 'on ne peut
espérer mieux en général.

4 Calculs d’indices

Soit P € Dy k. Les questions d’existence et d’unicité des solutions de 1’équa-
tion P.f = 0 peuvent se traduire en terme de surjectivité et d’injectivité de
I’application f — P.f de K dans lui-méme. Nous noterons encore P cette ap-
plication, qui est un endomorphisme du C-espace vectoriel K. A défaut de ces
propriétés optimales (surjectivité, injectivité), qui équivalent & la nullité du co-
noyau ou du noyau de P, on peut tenter de calculer la dimension de ces deux
C-espaces vectoriels. Nous verrons que ces dimensions sont finies (hors les cas
triviaux ot P est nul ou inversible). Le calcul de ces dimensions est d’ailleurs
par lui-méme important pour les questions de classification [15], ou il est fait par
d’autres méthodes, combinant 1’algébre homologique et ’analyse fonctionnelle
(sous la forme de résultats dis a Bézivin [3] et & Ramis [11]).

4.1 Noyau et conoyau de o, — u

Nous commencerons par le cas d’un opérateur de degré 1. A un facteur
inversible prés dans D, i, on peut supposer que P = o, — u, oit l'on écrit
u=dg"z"v,v € K, v(0) =1, avec k € Z et d € C* tel que 1 < |d| < |q|.

Lemme 4.1 (i) Les dimensions du noyau et du conoyau de o, —u ne dépendent

que de la classe de u € K* modulo le sous-groupe {# |we K*} de K*.
(ii) Modulo ce sous-groupe, u est équivalent a dz".

Preuve. - On conjugue ’endomorphisme C-linéaire o, — u de K par w € K*,
identifié & 'automorphisme xw. On trouve :

-1 w / / Uq(w)
wo (og—u)ow = = o(og—u'), avec u' =u .
(Uq ) oy (U}) (Uq ) v w
Ceci établit (i).
On vérifie que ¢Fv = #, ou w=z"[[o % (v) € K (et que cela marche dans

i>1

le cas convergent), ce qui prouve (ii). O

On peut donc supposer que u = dz”, ce que nous ferons désormais.

Lemme 4.2 Le noyau de o, —u : K — K est de dimension 1 si (v,d) = (0, 1),
nul sinon.

Preuve. - La série f = Y f,2™ appartient au noyau si et seulement si Vn , ¢" f,, =
dfn_,. S’agissant de séries de Laurent, cela entraine f = 0 sauf peut-étre si
v = 0. Dans ce dernier cas, cela entraine f = 0, sauf peut-étre si d € ¢%. Vue la
condition sur |d|, ceci n’est possible que si d = 1, donc v = 1. Dans ce cas, le
noyau est C. O
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Lemme 4.3 L’application o, —u : K — K est surjective si v > 0 et si v =
0, d+#1.

Preuve. - Soit g € K. On veut résoudre (en f) o,f — dz”f = g dans K.
Cette équation équivaut a Vn , ¢"f, — dfn—, = gn, soit encore Vn , f, =
q "(dfn—v + gn). Si v > 1, on peut calculer les coeflicients f,, par récurrence a
partir des v premiers d’entre eux. De plus, dans le cas convergent, la forme des
dénominateurs montre que la série f obtenue converge si g converge, et 1’équa-
tion fonctionnelle garantit la méromorphie s’il y a lieu. Si v =0 et d # 1 (donc
en fait d ¢ ¢Z), on obtient directement f, = q,?i - La convergence (resp. la
méromorphie) est encore immédiate le cas échéant.

Variante lorsque v > 1 : On doit résoudre ’équation au point fixe F(f) = f, ou
F(f) = oq’l(g +dz" f). Il est facile de voir que cet opérateur est contractant a
la fois pour la topologie z-adique et pour la topologie transcendante. O

Lemme 4.4 Si (v,d) = (0,1), le conoyau de o, —u : K — K est de dimension
1.

Preuve. - 1l est facile de voir que 0, — v annule C et induit un automorphisme
du sous C-espace vectoriel K*® de K formé des séries sans terme constant. O

Lemme 4.5 On suppose v < 0. Alors 04 —u : K — K est surjectif dans le cas
formel.

Preuve. - On pose F'(f) = d='27"(0,(f) — g). Comme v > 0, cet opérateur
est z-adiquement contractant, d’ou l’existence et I'unicité d’un point fixe dans
le cas formel. O

Remarque 4.6 C’est le premier endroit ou le cas formel et le cas convergent
different. L’opérateur F’ est (fortement) dilatant pour la topologie transcen-
dante, il produit des Stokes. C’est donc ici qu’un argument analytique va étre
nécessaire dans le cas convergent.

Lemme 4.7 On suppose v = —1. Alors, dans le cas convergent, le conoyau de
0q —u: K — K est de dimension 1.

Preuve. - Remarquons d’abord que I"automorphisme C-linéaire f(z) — f(dz)
de K conjugue o, —dz"' 4 0, — 27'. On peut donc supposer d =1 et u =271,
ce que nous ferons. Par ailleurs, "'endomorphisme o, — 27! a le méme conoyau
que 1 — zo, et nous considérerons plutdt ce dernier. On prendra K = C({z}),

lautre cas s’en déduisant comme d’habitude.

On considére la transformation de q-Borel-Ramis définie par :

n [ n
(4.7.1) By : anz = an(ifl)/QZ ’
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qui envoie C({z}) sur l'espace C({z}); des séries ¢-Gevrey de niveau 1 (voir [11]),
c’est a dire les 3 ¢, 2" telles qu'il existe A > 0 tel que ¢, = O(A"g"("~1/?)
lorsque n — oco. L’interét est que la transformation B, ; conjugue 1 — zo, a la
multiplication par 1 — z, d’ou le diagramme commutatif :

1—z04

C{=}) C({=})

Bq,]l J/Bq,]

x(1—=z)
C{z})h —— C({z}h
dans lequel les fleches verticales sont des isomorphismes.
D’autre part, I'image de la fleche du bas est exactement formée des séries telles
que ¢(1) = 0. En effet, I'une des inclusions est évidente. Pour prouver lautre,

on prend ¢ € C({z})1 tel que ¢(1) = 0. On pose v, = > ¢k, de sorte que
k<n

Y(2) = Y ynz™ € C({z}) est égal & - ¢(z) et il reste & vérifier la condition ¢-

Gevrey sur . Mais la condition ¢(1) = 0 entraine v, = — >_ ¢4. Soient C; A > 0
k>n

tels que Vn , |¢,| < CA™|q=™»=1/2|. Alors, pour n >0 :

k>n
< CA™ ‘q|—n(n—1)/2 ZAI |q|—l(2n+l—1)/2
>0
< A g MY on 0 = 0 AT < o,

>0

d’ott I'estimation ¢-Gevrey voulue. L’image de la fleche du bas est donc supplé-
mentaire de C et le conoyau a bien pour dimension 1. O

Lemme 4.8 On suppose v = —r,r € N*. Alors, dans le cas convergent, le
conoyau de oy —u : K — K est de dimension 7.

Preuve. - On peut évidemment supposer r > 2. Notons provisoirement K’ le
sous-corps de K formé des fonctions de z”, d’ott une décomposition :

K=K ®zK'®---®2 'K/,
dans laquelle chaque sous-espace 2'K’ est stable par o, — u. De plus, on a un

isomorphisme f(z) — z°f(z") de K avec z'K’, qui conjugue ¢'c’ —dz"" & o, —u,
ot lon a introduit ¢’ : f(z) — f(¢"z). On applique alors le lemme précédent. O

Nous résumons ainsi nos résultats :
Proposition 4.9 Soit u = dz"v, v € K, v(0) = 1, avec d € C*. Notons d la

classe de d modulo ¢%. L’opérateur C-linéaire oq—u: K — K est a indice.
Les dimensions de son noyau et de son conoyau et son indice sont donnés par le
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tableau suivant :

(v,d) Noyau | Conoyau Indice
0,1) |1 1 0
0,#£1) | 0 0 0
(>0,-) | 0 0 0
0 0 0 (cas formel) 0 (cas formel)
(<0, —v (cas convergent) v (cas convergent)

4.2 Indices et conoyaux

Il n’y a pas en général de formule simple donnant la dimension du noyau et
du conoyau de P. Cependant, si toutes les pentes de P sont entiéres, nous savons
qu’il est produit d’opérateurs de degré 1 et ’on peut déduire de la proposition
4.9 et de l’algeébre linéaire les faits suivants :

1. L’application C-linéaire P : f — P.f de K dans lui-méme est a indice,
autrement dit, son noyau et son conoyau sont de dimension finie.
2. L’indice de P, c’est-a-~dire (par définition) lentier x(P) := dimKer P —
dim Coker P est la somme des indices des facteurs de P.
En particulier, si P est pur de pente u € Z supposée non nulle, tous ses facteurs
sont de la forme (20, —c).u. Dans le cas formel, ils sont tous bijectifs de K dans
K d’aprés la proposition 4.9, et P I’est donc également. Dans le cas convergent,
chacun des (20, — ¢).u étant injectif (toujours d’aprés la proposition 4.9), il en
est de méme de P. Par additivité de I’indice, on en déduit, sans avoir a supposer
la pente entiére :

Corollaire 4.10 Soit P un opérateur d’ordre n pur de pente p # 0.
(i) Dans le cas formel, on a dim Ker P = dim Coker P = 0.
(ii) Dans le cas convergent, on a dim Ker P = 0 et dim Coker P = nmax (0, y1).

Preuve. - Cela découle des arguments précédents si la pente est entiére. Le cas
général s’y raméne par ramification ; les détails sont laissés au lecteur. O

Nous allons maintenant traduire ce résultat en termes de systémes, ce qui
permettra de donner une description plus concréte du conoyau. (Le but de
cette article étant de donner des descriptions concrétes!) Pour cela, nous al-
lons d’abord décrire le lien entre équations et systémes aux g¢-différences.

n .

Nous partons, pour simplifier, de l'opérateur P := ) a;oy, que nous sup-
i=1

posons unitaire : a,, = 1 (et, bien entendu, ag # 0). Comme on le fait pour les
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équations différentielles, nous allons vectorialiser le probléme. Nous notons :

f 0 1 0 0 0
0 0 1 ... 0 0

oqf
X = et A:= ‘ : : - : :
0 0 0o ... 1 0

n—2
o[ O 0 0 .. 0 1

o f
—ap —ap —a2 ... —Qp-2 —0p-1

OnaAe GL,(K) car det A = (—1)"ag. Il est immédiat que P.f =0 < 0,X =
AX, ce qui montre comment on transforme une équation scalaire d’ordre n en
systéme de rang n. Pour expliquer la réciproque, nous devons introduire la notion
de transformation de jauge. Les systémes de rang n de matrices A, B € GL,,(K)
sont dits équivalents si I’on peut transformer la relation 0, X = AX en la relation
04,Y = BY par un changement de variables Y = FX, avec F' € GL,(K), ce qui
équivaut a la relation :

B = F[A] = (o,F)AF .

(Dans o, F, comme dans ¢,X, on applique o, & chaque coefficient.) Enfin, der-
niére étape du raisonnement, le lemme du vecteur cyclique, di & Birkhoff, dit
que tout systéme de rang n est équivalent au systéme provenant d’une équation
d’ordre n par vectorialisation ; pour une preuve a la main, voir [16]; pour une
preuve algébrique trés générale, voir [5].

La relation entre solutions de P.f = 0 et solutions de 0,X = AX peut étre
précisée en une relation entre des noyaux et une relation entre des conoyaux.
Plus précisément, on a un diagramme commutatif :

P f 0
K~ K ouf 0
ul Ul ouu: fr etv:fi|:

n—2
K A gen %) ;
o f f

La fleche horizontale du bas est I'application X +— ¢0,X — AX. Le lecteur vé-
rifiera que ce diagramme induit des isomorphismes Ker P ~ Ker (o, — A) et
Coker P ~ Coker (o, — A).

De méme, la relation entre solutions de o, X = AX et solutions de 04} = BY
lorsque B = F[A] peut étre précisée en une relation entre des noyaux et une
relation entre des conoyaux. Plus précisément, on a un diagramme commutatif :

Kn oq—A K™
Fl UqFJ, )

9q

K”iK”
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qui fournit (encore plus facilement) des isomorphismes Ker (o,—A) ~ Ker (o,—
B) et Coker (o, — A) ~ Coker (o, — B).

Enfin, il est démontré dans [16] que la matrice provenant par vectorialisa-
tion d’un opérateur P pur et de pente p supposée entiére est équivalente & une
matrice de la forme A = z#* Ay, ou Ay € GL,(C). Nous sommes donc conduits &
étudier le noyau et le conoyau de I'application X — o, X — 2#ApX de K™ dans
lui-méme. On suppose encore i # 0. Il est alors immédiat que cette applica-
tion est injective, dans le cas formel comme dans le cas convergent : la relation
04X = 2" ApX pour une série X = > X »2"® équivaut a la relation de récurrence
X, = AoXk—,; pour une série X non nulle, cela n’est possible que si cette
série admet une infinité de termes non triviaux d’exposants négatifs, ce qui n’est
pas autorisé dans K.

Exercice. - En s’inspirant du corollaire 4.10, prédire les dimensions de
Ker (0, — 2 Ay) et de Coker (o, — 2" Aj) dans le cas formel et dans le cas
convergent, pour > 0 et pour p < 0.

Supposons p > 0. L’application o, — A est alors surjective aussi bien dans
le cas formel que dans le cas convergent. En effet :

0, X — M AX =Y <= X =0,'Y + (2/q)" Ago; ' X,

que 'on peut considérer comme une équation au point fixe, dont I'unique solu-
tion formelle est :

X = Zq—uk(k+l)/2zukAlgo,q—k:—ly
k>1

Il n’est en effet pas difficile de voir que l'on a itéré un opérateur contractant
pour la distance z-adique, et que la sommation ci-dessus converge formelle-
ment. Mais c’est également un exercice élémentaire (par exemple avec des séries
majorantes) que, si Y converge dans un disque, alors X converge dans ce disque.

Supposons maintenant p < 0. L’application o, — A est alors surjective dans
le cas formel. En effet, notant d := —p € N* :

0, X —2MAX =Y &= X = —27A;'Y + 2945 0 X,

que ’on peut encore considérer comme une équation au point fixe, dont 1’unique
solution formelle est :

X — _ quk(k—l)/szdAakas—ly
k>1

En revanche, en prenant n = 1, d =1, Y = 1, Ag = 1, on voit bien que cette
série n’a aucune raison de converger. D’ailleurs, nous savons d’avance que le
conoyau de o, — A est de dimension nd. Nous allons le vérifier directement.
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Proposition 4.11 On se place dans le cas convergent. Soient d € N* et Ag €
GL,(C). L’image de I'application o, — 2%Ay de K™ dans lui-méme admet pour

d—1
supplémentaire E™, ou E := > Cz".
i=0
Preuve. - Pour i = 0,...,d—1, notons K le sous-espace de K formé des fonctions

de la forme z° f(2%), avec f € K. On a donc :
K=Ky® - -®Kq1.
La relation :
(04— 27%Ap) (in(zd)) =2 (qu(qdzd) - z_dAoU(zd))

montre que chaque K; est stable; de plus, notant 2’ := z¢, K’ := {f(2%)| f €
K}, ¢ :==q%et o' : f(z') — f(q'2'), la restriction de o, — 279 Ay & K; est conju-
guée par I'isomorphisme f — 2°f de K’ sur K; a Papplication ¢'c’ — (2/) "t Ag
de C({#'}"™ dans lui-méme. On est ainsi ramené au cas d = 1.

1l s’agit alors de démontrer que I'image de 'application o, — 27! 4y de K™ dans
lui-méme admet pour supplémentaire C™. Il est équivalent, et plus commode,
de considérer ’application zo, — Ag. On écrit cela sous la forme d’une décom-
position :

Y =z20,X — Ao X + Z;

plus précisément, il s’agit, Y € K™ étant donné, de déterminer X € K™ et Z €
C" (qui doivent en principe étre uniques). On écrit X = > X32%, Y = 3 V. 2F
(attention, cette notation n’a pas de rapport avec celle des K; plus haut). La
relation de récurrence qui vient est :

Yo=q 'X_1— Ao Xo + Z,
Vi = ¢" 1 Xpo1 — Ao Xy (K #0).
En appliquant la transformation de Borel-Ramis (4.7.1), page 73, on est ramené

a I’équation :
Bq_lY = (Z - Ao)Bq’lX + Z.

Un calcul similaire & celui déja fait montre alors que 'unique solution s’obtient
en prenant :

7 = Z g RE=D/2 gkyy
keZ
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